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1 複素Fourier級数に関する問題

i) −L < x < L の範囲で定義される周期 2L の周期関数 f(x) が

f(x) =

∞∑
n=−∞

cne
inπx/L (1)

で与えられるとき, cn が

cn =
1

2L

∫ L

−L
f(x)e−inπx/L dx (2)

であることを証明しなさい. (実 Fourier級数を経ずに, (1)を出発点とした議論を行
う.)

ii) −L < x < L の範囲で f(x) = ekx と与えられる周期 2L の関数の複素 Fourier級数
表示は

f(x) =
sinh(kL)

L

∞∑
n=−∞

(−1)n
k + i(nπ/L)

k2 + (nπ/L)2
einπx/L (3)

となることを証明しなさい．ここで k は k > 0である．

iii) 0 < x < T において f(x) = ax
T で与えられ, 周期 T の関数（こぎり波）を図示し,

さらに複素 Fourier級数を求めなさい．ただし，a は正の実数とする．

iv) 0 < x < 1において f(x) = A sinπx で与えられ, 周期 1 で定義される関数の複素
Fourier級数を求めなさい．ここで A はある定数とする．

v) −π < x < π の範囲で, f(x) = cosαx の関数について, 以下の問いに答えなさい. こ
こで, α は整数でないとする.

a) f(x) の複素 Fourier級数表示を求めなさい.

b)

π cosαx = 2 sinαπ

{
1

2α
+

∞∑
n=1

(−1)n
α cosnx

α2 − n2

}
(4)

を証明しなさい.
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c) 前設問で x = π, α = z とおくことにより,

π cotπz − 1

z
= 2z

∞∑
n=1

1

z2 − n2

となる. この式が,

d

dz
ln

(
sinπz

πz

)
=

d

dz

∞∑
n=1

ln

(
1− z2

n2

)
(5)

となることを示しなさい. ここで 0 ≤ z ≤ 1 とする.

d)

sinπz = πzΠ∞
n=1

(
1− z2

n2

)
(6)

を証明しなさい.

vi) −L < x < L の範囲で f(x) で定義され, 周期 2L の実関数 f(x)の Parsevalの等式

1

2L

∫ L

−L
f(x)2dx =

∞∑
n=−∞

|cn|2 (7)

を実 Fourier級数の Parsevalの恒等式を使って証明しなさい．

vii) −L < x < L の範囲で f(x) で定義され, 周期 2L の関数 f(x) の Parsevalの等式

1

2L

∫ L

−L
|f(x)|2dx =

∞∑
n=−∞

|cn|2 (8)

を証明しなさい．(注意：ここで f(x) は実関数ではない.)

viii) a を整数でない実数とする．関数 f(x) = eiax, (−π < x < π), (周期 2π) を複素
Fourier級数に展開せよ．さらに Parsevalの恒等式を用いて

∞∑
n=−∞

1

(n− a)2
=

π2

sin2 aπ

を証明しなさい．注意：この問題では f(x) は複素関数なので，Parsevalの恒等式は

1

2L

∫ L

−L
|f(x)|2dx =

∞∑
n=−∞

|cn|2 (9)

であることに注意しなさい．
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