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概要

一般化された 2次元流体系の乱流現象 (α乱流)において赤外領域 (波数 k → 0) に形成されるスペクト

ルに普遍性が存在すること, さらに 2つの不変量が存在することを完結近似した方程式の解析と直接数値シ

ミュレーションによって示す.

1 はじめに

一般化された 2次元流体系は, 次の非線型移流方程式,

∂q

∂t
+ J(ψ, q) = D + F , (1a)

−(−∇2)α/2ψ = q, (1b)

に従う系で, ここ 10年ほどの間に精力的に研究が行われてきた.(4), (10), (13), (14), (24), (28)–(31), (33)–(35) ここで,

ψ(x, t) は流れ関数, q(x, t) は非圧縮性速度場 v = ez ×∇ψ により移流されるスカラー場, ez は運動の平面

に垂直な単位ベクトル, J は 2次元 Jacobian, α は実数, ∇2 は 2次元 Laplacian, D とF は散逸項と強制項

をそれぞれ表す. この系は, しばしば α 乱流系と呼ばれる. なぜならば, (1) にパラメター α が含まれている

こと, そしてこの系の乱流特性が今まで主に調べられてきたからである. この系はもともと, 2次元 NS方程式

に従う強制散逸乱流における波数空間内の非局所相互作用を研究するために導入されたモデル方程式であるが,

同時に幾つかの地球流体力学的 2次元流体系を記述している.(27) 支配方程式 (1) は α = 2 のとき, 2次元非圧

縮性順圧流体 (D が渦度の拡散の形で表される粘性であれば, いわゆる 2次元 Navier–Stokes: 2DNS）系の渦

度方程式になる. α = 1 のときには, (1)は表面地衡流（Surface Quasi-Geostrophic:SQG）系の支配方程式に

なる.(3), (11) Charney–Hasegawa–Mima (CHM) 方程式の漸近モデル (asymptotic model:AM) レジーム,(20)

もしくは変形半径よりも大きなスケールの現象を記述する浅水系の準地衡流渦位方程式 (26) は α = −2 の (1)

である.(12), (29)

一般化された 2次元流体系を研究する意義は, 2つある. 第一の目的は, 地球流体力学的 2次元系を統一的な

視点から研究し, 理解することである. 第二の目的は 2D Eulerや 2D NS 系に関して構築されてきた既存の流

体力学理論の普遍性や特殊性を明らかにし, さらにそれを発展させることにある.
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2D NS 系と同様に散逸と強制がなければ, (1) は 2つの 2次の不変量, 一般化エネルギー Eα と一般化エン

ストロフィー Qα,

Eα ≡ −1

2
ψq, (2)

Qα ≡ 1

2
q2, (3)

を持つ. ここで, 上線は流れの領域に渡る空間平均を意味する. 我々は Eα と Qα をそれぞれ簡潔にエネルギー

とエンストロフィーと呼ぶことにする. 加えて, q を一般化渦度もしくは単に渦度と呼ぶことにする.

2 つの不変量が存在するために α 乱流においても波数空間内で 2 つの不変量のカスケード現象が起きる

ことが想像される. それゆえ, いままで一般化された 2 次元流体系の研究は乱流研究が活発に行われてき

た.(4), (10), (14), (24), (27)–(31), (33)–(35) 特に強制散逸 α 乱流のエンストロフィー慣性領域におけるエンストロ

フィースペクトル Qα(k) の解析に努力が払われてきた. ここで エンストロフィースペクトルは, 流れの領域

が無限の平面の場合,

Qα ≡
∫ ∞

0

Qα(k) dk, (4)

で定義される. エンストロフィー慣性領域の Qα(k) は α の値に依存して, その形が次のように変化する.α < 2

におけるスペクトルの傾きはいわゆる Kraichnan-Leith-Batchelor(KLB)理論 (2), (17), (21) によって説明され

る. α = 2 におけるスペクトルの傾きは, KLB理論に対する対数補正である.(18) しかしながら, α > 2 にお

けるスペクトルの傾きは α に依存しない. この α = 2 におけるスペクトルの冪則の指数の転移は, 波数空間

においてエンストロフィー輸送が局所的三波よりもむしろ, 非局所的三波によって支配的に行われるからであ

る.(27), (33)–(35) 一方で, 最近 Burgess & Shepherd(4) は一般化された 2 次元流体系の渦減衰準正規 Markov

化 (Eddy Damped Quasi-Normal Markovian:EDQNM) 完結近似方程式を導入し, 強制散逸 α 乱流のエネ

ルギー慣性領域の自己相似性について研究している. 彼らは, α < 5/2 では エネルギースペクトルの傾きは,

KLB理論によって説明できることを示した.

強制散逸 α 乱流の慣性領域の力学は興味深い研究課題であるが, この論文では減衰性 α 乱流の低波数域の

力学を研究することに専念する. ここで低波数域とは, エネルギースペクトルもしくはエンストロフィースペ

クトルがピークとなる波数 kI, もしくはこれらのスペクトルの重心波数, よりも小さな波数領域のことを指す.

減衰性 2DNS 乱流や減衰性 CHM-AM 乱流の低波数域には, 普遍的なスペクトルが形成されることが知られ

ている.(1), (7), (8), (16), (36) 2D NS 乱流に関しては, Kraichnan(19) が Test Filed Model (TFM) を用いて, エ

ネルギー伝達関数が赤外領域 (k → 0) で k3 の依存性を持つことに気づいている. Basdevant et al.(1) は同

じ結果を EDQNM 理論を使って再発見している. これらの研究は, 赤外領域においてエネルギースペクトル

E2(k), それは Eα =
∫∞
0
Eα(k) dk で定義される, が E2(k) ∼ k3 となることを意味する. 一方, Davidson(7)

はエネルギースペクトルが赤外領域において

E2(k) =
Jk−1

4π
+
L̂k

4π
+
Îk3

16π
+

M̂k5

(42)16π
+

N̂k7

(4!)16π
+ . . . , (5a)

と展開できることを示している. ここで J , L̂, Î, M̂ と N̂ は渦度の 2点相関関数, ⟨qq′⟩ ≡ ⟨q(x)q(x′)⟩, を用
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いて,

J = 2π

∫ ∞

0

r ⟨qq′⟩ dr, (5b)

L̂ = −π
2

∫ ∞

0

r3 ⟨qq′⟩ dr, (5c)

Î =
π

8

∫ ∞

0

r5 ⟨qq′⟩ dr, (5d)

M̂ = − π

18

∫ ∞

0

r7 ⟨qq′⟩ dr, (5e)

N̂ =
π

32

∫ ∞

0

r9 ⟨qq′⟩ dr. (5f)

と表現される. ⟨•⟩ は統計平均を表し, 一様等方性が仮定されている. このとき, 相関関数 ⟨qq′⟩ は 2点の距離

r = |r| = |x′ − x| のみの関数となる. さらに彼は積分 J と L̂ が減衰性 2D NS 乱流における不変量であるこ

とを Kármán-Howarth 方程式に基づいて示した. それゆえ, 彼の研究は次の 3 つのケース, E2(k) ∼ Jk−1,

E2(k) ∼ L̂k と E2(k) ∼ Îk3 が存在することを提案している. E2(k → 0) ∼ ks, (s ≥ 3) の形の急峻な初

期エネルギースペクトルからの発展 (これは減衰性乱流の数値シミュレーションとして標準的な設定である)

に関して, エネルギースペクトルは赤外領域で E2(k) ∼ k3 となるいっぽう, E2(k → 0) ∼ k−1 もしくは

E2(k → 0) ∼ k という初期エネルギースペクトルからの発展では, 発展の初期段階にはこれらの関数形は保た

れるが時間とともに高波数側から k3 のスペクトルによって浸食されていく. これらのスペクトルは直接数値

実験 (6), (8), (9), (23), (25) によって立証されている.

減衰性 CHM-AM 乱流では, Yanase & Yamada(36) が

K ≡ 1

2
v · v ≡

∫ ∞

0

K(k) dk, (6)

で定義される運動エネルギースペクトル K(k) は, 赤外領域で k7 の依存性を持つことを準正規理論によって初

めて示した. いっぽう, Iwayama et al.(16) は減衰性 CHM-AM乱流の赤外領域の全エネルギースペクトルを

議論し, EDQNM理論を用いて k5 の依存性を持つスペクトルを得ている. さらに彼らは, 減衰性 CHM-AM乱

流の直接数値シミュレーションを行って, 彼らの結果の正当性を立証している. いっぽう, Fox & Davidson(8)

は CHM-AM 乱流の運動エネルギースペクトル K(k) が (5) と同じように展開できることを導いた. ここで

(5b) – (5f) の積分は, 渦度の相関関数ではなく渦位の相関関数で表現される. このとき, J と Î だけでなく Î

と M̂ も不変量になる. それゆえ, 急峻なスペクトルを持つ初期条件からの発展では, 運動エネルギースペクト

ルは K(k → 0) ∼ k7 の形を持つ. これは, 直接数値シミュレーションによって確かめられている.(8) ここで

k5 の全エネルギースペクトルは k7 の運動エネルギースペクトルと同等であることを注意しておく. それゆえ,

上で述べた減衰性 CHM-AM乱流の赤外領域スペクトルの結果は互いに無矛盾である.

Tran & Dritchel(32) は SQG方程式と 2次元 Euler方程式の大規模スケールを特徴づける力学量の発展を

考察することによって, 大規模スケールの力学を研究している. 彼らは Cauchy-Schwarz の不等式を用いて,

SQG系と Euler 系の流れ関数の Fourierモードの発展の上限値を導いていた. 彼らの結果は, SQG 系と Euler

系で小さい波数における運動エネルギースペクトルが, それぞれ k5, k3 であることを示唆している. 2 次元

Euler系の結果は, 赤外領域スペクトル k3 に一致する. しかしながら, SQG系のスペクトルは未だ数値シミュ

レーションで確かめられないない.

上で述べたように, 一般化された 2次元流体系の 3つのメンバーの減衰性乱流の赤外領域スペクトルは調べ

られてきたが, 任意の α におけるそれらの研究はまだ行われていない. 赤外領域の力学は, この領域が多くの

エネルギーやエンストロフィーを蓄積していることから, 基本的に重要である. さらには, この力学は減衰性乱

流の不変量の存在を含んでいること, スペクトルの普遍的な関数形が存在する, という点でも重要である. 本研
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究では, 我々は赤外領域のエンストロフィースペクトルが α の値によらず

Qα(k) =
Jk

4π
+
L̂k3

4π
+
Îk5

16π
+ . . . , (7)

となること, さらに J と L̂ が減衰性 α 乱流の不変量であることも示す.

赤外領域のエンストロフィースペクトルの理論的解析に関して, 我々は Basdevant et al.(1) (以降 BLS78

と略記する)の研究に従う. 彼らは EDQNM完結近似方程式を用いて減衰性 2DNS乱流においてエネルギー

スペクトル E2(k → 0) ∼ k3 を導いた. 彼らの方法は Iwayama et al.(16) において減衰性 CHM-AM 乱流の

赤外領域全エネルギースペクトルを導くことにも使用された. 赤外領域スペクトルの導出には他に 2 つの方

法がある: TFM を使う方法 (19) と Kármán-Howarth方程式を使う方法 (7) である. EDQNM 近似方程式と

TFMは Fourier空間における方程式で構成されているのに対し Kármán–Howarth方程式は物理空間におけ

る量で書かれた方程式である. (1) に含まれる分数冪 Laplacian (−∇2)α/2 は Fourier変換により kα と簡単

に表現できる. そこで, EDQNM 近似方程式と TFM は現在の系における赤外領域スペクトルの導出において

Kármán–Howarth 方程式よりも使いやすいだろう. さらに, 一般化された 2次元流体系の EDQNM 方程式系

は Burgess & Shepherd(4) によって既に導かれているのに対して, 現在の系における TFM はまだ得られてい

ない. さらに, EDQNM 方程式は完結近似方程式の中で Kolmogorovスペクトルが導け, なおかつ扱いやすい

方程式系であることが知られている. それゆえ我々はこの研究で EDQNM 方程式を用いた BLS78 に従うこ

とにする.

上で述べたように一般化された 2次元流体系の研究の意義は 2つあるが, 本研究の重要性は, 地球流体力学

的な側面というよりも, 純粋に物理学的な側面にある. 地球流体力学的な流れに対しては, 惑星の自転が重要な

役割を果たすことは知られている. 惑星の自転は, Rossby波の伝播が原因で流れの構造を非等方的にする. さ

らに, 惑星の自転は大きなスケールに影響を与えるので, 赤外領域は乱流領域というよりもむしろ, Rossby波

が重要な役割を果たす領域である. しかしながら, 惑星の回転を表す項, 即ちベータ項, は (1) には含まれてい

ない. このような観点から, 本研究は純粋に物理学的な興味に基づいている.

この論文は以下のように構成されている. § 2では, 一般化された 2次元流体系における EDQNM理論を簡

潔に紹介する. § 3では, 我々は BLS78の方法に従って減衰性 α乱流の赤外領域エンストロフィースペクトル

の冪則の指数を導く. § 4では, (1)の直接数値シミュレーションから, 理論的な予測の正当性を立証する. § 5

で本研究と過去の研究との関係について触れた後, § 6で結果をまとめる.

2 定式化

我々は 一辺が L の正方形で, 二重周期境界条件を満たす領域に閉じ込められた系を考察することにする. さ

らに (1a)の粘性項 D は超粘性項,

D = −νp(−∇2)pq, (8)

であり, 強制項 F はゼロと設定する. 超粘性係数 νp と粘性の階数 p は共に正の量である. このとき, 流れ関

数と渦度を Fourier 級数によって表現すると, 支配方程式 (1)の Fourier 空間版は(
∂

∂t
+ νpk

2p

)
q̂(k) =

∑
l

∑
m

δk+l+m,0
ez · (l×m) (lα −mα)

2lαmα
q̂∗(l) q̂∗(m), (9a)

q̂(k) = −kαψ̂(k), (9b)

である. ここで ψ̂(k), q̂(k) はそれぞれ波数ベクトル k = 2πn/L をもつ, ψ, q の Fourier係数で, 総和は全て

の整数ベクトル n = (nx, ny), (nx, ny ∈ Z) に渡ってとるものとする. さらに, k = |k|, l = |l|, m = |m| で

4



ある. 星印は複素共役を表す. 時間の変数は, 記述の簡潔性のため省略している. L→ ∞ のとき, Fourier級数

は Fourier変換に置き換わる.

エンストロフィースペクトル Qα(k)の発展は,(
∂

∂t
+ 2νpk

2p

)
Qα(k) = TQ

α (k), (10)

によって支配される. TQ
α (k) はエンストロフィー伝達関数である. エンストロフィー伝達関数 TQ

α (k) は三波

エンストロフィー伝達関数 TQ
α (k, l,m) を用いて,

TQ
α (k) =

1

2

∫ ∞

0

∫ ∞

0

TQ
α (k, l,m) dl dm, (11)

と書くことができる. TQ
α (k, l,m) は k + l + m = 0 を満たす波数ベクトル間で詳細釣合, TQ

α (k, l,m) +

TQ
α (l,m, k) + TQ

α (m, k, l) = 0, を満たし, l と m に関して対称, TQ
α (k, l,m) = TQ

α (k,m, l), である. そこで,

エンストロフィーフラックス,

ΠQ
α (k) =

∫ ∞

k

TQ
α (k′) dk′, (12)

は 2つの部分に分けることができる,(18)

ΠQ
α

(+)
(k) =

∫ ∞

k

dk′
∫ k

0

dl

∫ l

0

dmTQ
α (k′, l,m), (13a)

ΠQ
α

(−)
(k) =

∫ k

0

dk′
∫ ∞

k

dl

∫ l

k

dmTQ
α (k′, l,m). (13b)

ΠQ
α

(+)
(k) は l と m が共に k よりも小さいような相互作用により, k よりも大きな波数への正味のエンストロ

フィー流入であり, 一方 ΠQ
α

(−)
(k) は l と m が共に k よりも大きいような相互作用により k よりも小さな波

数への正味のエンストロフィー流入である.

準正規Markov化近似 (4), (22) を用いると, 三波エンストロフィー伝達関数はエンストロフィースペクトルを

用いて

TQ
α (k, l,m) =

2kα+2

πlm
θklm

[
2aklm

k

(lm)α
Qα(l)Qα(m)

−bklm
l

(mk)α
Qα(m)Qα(k)

−bkml
m

(kl)α
Qα(k)Qα(l)

]
, (14)

と書ける. ここで TQ
α (k, l,m) は k, l, m が三角形 k = l +m を形成できるような (l,m) 平面の領域の外側

ではゼロであるとする.

aklm =
bklm + bkml

2
, (15a)

bklm = 2
(lα −mα)(kα −mα)

√
1− x2

kα+2(lm)α−2
, (15b)

bkml = 2
(mα − lα)(kα − lα)

√
1− x2

kα+2(lm)α−2
, (15c)

は幾何学的因子で x は三角形の長さ k の辺と向かい合う内角の余弦である. 即ち,

x =
l ·m
lm

. (16)
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関数 θklm は三波 (k, l,m) に伴う 3次モーメントの緩和時間であり, その関数形は理論ごとに異なる. θklm に

渦減衰の効果を導入した近似が存在し, それは渦減衰準正規Markov化 (EDQNM)近似 (22) と参照される. そ

の近似では θklm は以下のように表現される:

θklm =
1

µklm
, (17a)

µklm = µk + µl + µm, (17b)

µk = µ
[
k5−2αQα(k)

]1/2
. (17c)

方程式 (17c) は, エネルギー散逸率 ϵ もしくはエンストロフィー散逸率 η を Burgess & Shepherd(4) の (2.3a)

と (2.3b)から消去し, エネルギースペクトルとエンストロフィースペクトルの間の関係式,

Qα(k) = kαEα(k), (18)

を使うことにより得られる. (17c) における比例係数 µ は今のところ未定である. しかしながら次の節で見る

ように BLS78により提唱された赤外領域のエンストロフィースペクトルの導出は µ の関数形に独立である.

通常の完結方程式はエネルギースペクトルを用いて書かれていることを注意しておく. しかしながら, 我々は

赤外領域のエンストロフィースペクトルを導くので, エンストロフィー伝達関数をエンストロフィースペクト

ルで表現している.

3 α 乱流の赤外領域におけるエンストロフィースペクトルの導出

この節では, BLS78(1) によって提唱された方法で減衰性 α 乱流の赤外領域におけるエンストロフィースペ

クトルを導出する. 彼らの方法では, 赤外領域におけるエンストロフィー伝達関数 TQ
α (k) の波数依存性が赤外

領域のエンストロフィースペクトルの形に直接反映する.

BLS78(1) による方法は以下のようにまとめられる:(16), (22)

1. k = l+m を満たす三波波数 k, l, m 間の相互作用は 2つのカテゴリーに分類できる： k, l,m の全て

が同じ程度の大きさのものと, そのうちの一つの大きさが他のものの大きさに比べて非常に小さい場合,

の 2つである. 前者は局所相互作用, 後者は非局所相互作用と参照される. これらを用いて, エンストロ

フィー伝達関数 TQ
α (k) は 2つの部分に分解できる: TQ

α (k) = TQ
α L(k) + TQ

α NL(k). T
Q
α L(k) は局所相

互作用から構成されており TQ
α NL(k) は非局所相互作用から構成されている.

2. 赤外領域では k ≪ l ≃ m である引き伸ばされた三波による非局所相互作用が支配的であると仮定する.

このとき, 相互作用している 2つの波数の比で小さなパラメター ϵ ≡ k/l を導入し, TQ
α NL(k) を ϵ の冪

級数展開を用いて表現する.

3. 実際の計算はエンストロフィーフラックス ΠQ
α (k) を使って行う. エンストロフィー伝達関数 TQ

α NL(k)

を直接計算する代わりに, エンストロフィーフラックスの非局所部分 −ΠQ
α

(−)

NL (k) を計算する. これは

ΠQ
α NL(k) と等価である. なぜならば引き伸ばされた三波 k ≪ l ≃ m は ΠQ

α
(+)

(k) へは寄与できないか

らである. このことを別の言葉で述べると, ΠQ
α

(+)

NL (k) は幾何学的に禁止されているのである. 結果とし

て得られたエンストロフィーフラックスを波数に関して微分することにより, エンストロフィー伝達関

数の非局所部分が得られる. このとき, エンストロフィー伝達関数の波数依存性は赤外領域のエンスト

ロフィースペクトルの関数形を与える.

上記の方法に従って, α乱流の赤外領域におけるエンストロフィースペクトルを導く. ΠQ
α

(−)
(k) の非局所部

分は,

ΠQ
α

(−)

NL (k) ≡
∫ k

0

dk′
∫ ∞

sup(k,k′/ϵ)

dl

∫ l

l−k′
dmTQ

α (k′, l,m), (19)
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で与えられる. ここで ϵ = k′/l であり, m に関する積分の下限は幾何学的な束縛で決まる. 余弦定理,

m2 = k′2 + l2 − 2k′lz, (20)

を用いて (19) における m に関する積分を z に関する積分に変換する. ここで z は k′ = l +m の三角形で

m と対面する内角の余弦, 即ち,

z =
k′ · l
k′l

, (21)

である. このとき, (19) は,

ΠQ
α

(−)

NL (k) =

∫ k

0

dk′
∫ ∞

sup(k,k′/ϵ)

dl

∫ 1

k′/(2l)

dz
k′l

m
TQ
α (k′, l,m), (22)

と書き換えられる. 次に (22) における被積分関数を小さなパラメター ϵ で展開する. ϵ の最低次の項で, 三波

エンストロフィー伝達関数 TQ
α (k′, l,m) は,

TQ
α (k′, l,m) ≃ 4z2

√
1− z2

π
θk′ll ×[

α2l−(2α+1){Qα(l)}2k′4 − αl−α

{
∂{lQα(l)}

∂l
− 2Qα(l)

}
k′3−αH(α)Qα(k

′)

+αl−2α

{
∂{lQα(l)}

∂l
− (α+ 2)Qα(l)

}
k′3H(−α)Qα(k

′)

]
, (23)

と表現される. H(x) は Heavisideの階段関数である. (23) を (22) へ代入し, z に関する積分を行い, 結果と

して得られる方程式を k で微分すると, 最終的に,

TQ
α NL(k) = −

∂ΠQ
α

(−)

NL (k)

∂k

≃ α2

4

[∫ ∞

k/ϵ

θkll l
−(2α+1){Qα(l)}2 dl

]
k5 − 2ν

(+)
T (k)k4−αH(α)Qα(k)− 2ν

(−)
T (k)k4H(−α)Qα(k),

(24a)

を得る. ここで,

ν
(+)
T (k) ≡ α

8

∫ ∞

k/ϵ

θkll l
−α

[
∂{lQα(l)}

∂l
− 2Qα(l)

]
dl, (24b)

ν
(−)
T (k) ≡ |α|

8

∫ ∞

k/ϵ

θkll l
−2α

[
∂ {lQα(l)}

∂l
− (α+ 2)Qα(l)

]
dl, (24c)

である. z に関する積分は, ∫ 1

2k′/l

z2
√

1− z2 dz ≃
∫ 1

0

z2
√
1− z2 dz =

π

16
, (25)

を用いた. ν
(+)
T (k) と ν

(−)
T (k) は 2D NS 方程式系に関して Kraichnan(19) によって導かれた乱流粘性の α 乱

流版である.

(24a) の右辺の第 2 項と第 3 項は赤外領域では無視される, なぜならば減衰性乱流では k → 0 の極限で,

Qα(k) → 0 だからである. さらに, (10) の左辺第 2 項の粘性減衰項も赤外領域では無視される. このとき,

(10) は

∂Qα(k)

∂t
≃ α2

4

[∫ ∞

k/ϵ

l−(2α+1)θkll{Qα(l)}2 dl

]
k5, (26)
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になる. ここで (24a) における積分は, 積分の下限にほとんど依存しないであろう. なぜならこの積分はエネ

ルギー保持領域で支配的な値をとるからである.

一方, エンストロフィースペクトル Qα(k) は 渦度の相関関数の Hankel変換を使って

Qα(k) =
1

2

∫ ∞

0

⟨qq′⟩ kr J0(kr) dr, (27)

と表現できる. ここで, 我々は渦度場の一様性と等方性を仮定している. さらに, J0(x) は 0次の第 1種 Bessel

関数である. このとき, エンストロフィースペクトルは (7) のように級数展開で表現することができる. (7) を

(26) に代入することにより,{
k

4π

dJ

dt
+
k3

4π

dL̂

dt
+

k5

16π

dÎ

dt
+ . . .

}
≃

{∫ ∞

k/ϵ

l−(2α+1)θkll{Qα(l)}2 dl

}
k5, (28)

を得る. (28) は J, L̂ がこの系の不変量であることを示している. さらに (28)の右辺の中括弧内の量は正定値

なので, Î が時間の増加関数であることもわかる. 初期条件において J = L̂ = 0 であるならば, 赤外領域にお

けるエンストロフィースペクトルは,

Qα(k) ∼ k5, (29)

となる. 一方, Qα(k → 0) ∼ Jk, Qα(k → 0) ∼ Îk3 の初期スペクトルからの発展では, これらの形は保持さ

れ, 徐々に Îk5 のスペクトルによって高波数側から浸食されることもわかる.

次節では α 乱流の直接数値シミュレーションを行い, 結果として得られるエンストロフィースペクトルにつ

いて調べる.

4 数値実験

4.1 数値実験の概要

この節では (1) に従う減衰性乱流の直接数値シミュレーションについて報告する. まず初めに数値計算法,

採用した初期条件, 計算の解像度などの要点を述べる.

倍精度で解像度 N2 の擬スペクトル法を用いてシミュレーションを行った. ここで, N2 は計算領域

[0, L]× [0, L] 内の格子点の数である. 我々は N = 4096 を採用した. スペクトルの低波数域の広さを確保する

ため, 領域のサイズ L = 8π を採用している. そこで最少波数は 0.25 である. 切断波数 kT は位相シフト法
(5) もしくは 2/3-dealiasing法によって決定した. そこで, 位相シフト法では kT = 482, 2/3-dealiasing法では

kT = 341 である. このときの格子間隔の大きさは, 領域サイズ L = 2π で N = 1024 の解像度の計算と等価

である.

時間積分は, 可変時間ステップの 2次精度 Adams-Bashforth スキームを採用した. 粘性項は積分因子を用

いて陰的に計算される. 時間間隔 ∆t は Courant–Friedrich-Lewy 条件によって決められる. Courant 数 C

は C = 0.1 とした. 粘性項 (8)は p = 1 の通常粘性を採用した.

初期条件は, 渦度の各 Fourier成分 q̂(k) の位相に対して, 0から 2π の間の一様乱数を生成することにより

作った. エネルギーの初期値を 0.1 に規格化しており, 初期エンストロフィースペクトルの形は,

Qα(k) ∝ ks exp

[
−|s|

2

(
k

kp

)2
]
, (30)

である. ここで kp = 50 で s の値は 1, 3, 5 もしくは 7 である. これらの初期条件は以前の研究 (6), (8), (23), (25)

で使用されたものと同じである. 結果の統計的収束性を向上させるために, 全てのケースについて 8個のアン

サンブル平均をとっている.
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我々は Reynolds 数を

Re =

√
2K ℓ

ν1
, (31)

と定義している. ℓ は ℓ ≡ (Eα/Qα)
1/α で定義される長さスケールである. これは以前の 2DNS乱流の研究で

使用された Reynolds 数 (6), (23), (25) の α乱流への自然な拡張である. さらに我々はエンストロフィー散逸波

数 kd を

kd ≡
(
η

ν3p

)1/{2(α+3p−2)}

, (32)

と定義している. ここで, η はエンストロフィー散逸率である.

全ての計算は初期 Reynolds数 Re = 100 で行った. この初期 Reynolds数も赤外領域スペクトルの以前の

研究 (8), (25) の初期 Reynolds数と同程度である. *1 Fox & Davidson(8) で使用された最も高い初期 Reynolds

数は Re = 200 であるが, 多くの計算は Re = 100 で行われている. Ossia & Lesieur(25) は Re = 6.64 と 131

で計算を行っている. 両論文では超粘性を採用したシミュレーションと通常粘性を採用したシミュレーション

を行い, 両シミュレーションの間で赤外領域スペクトルの傾きに差がないことを示している. 初期の大規模な

渦回転時間は, ω0 ≡
√
2Q2 を用いて, 1/ω0 ととっている. 全てのシミュレーションは t = 10 まで行っている.

これは s = 1 を除いて α = 1, 2, 3 についてそれぞれ 170, 20, 2 初期渦回転時間に相当する. シミュレーショ

ンの初期条件における様々な物理量の値は表 1 にまとめられている. 初期散逸波数 kd(0) は, α = 1 のときに

わずかに切断波数 kT を超えているが, 発展の初期の段階で kd は急速に減少して, ほとんどのシミュレーショ

ン時間において散逸領域は解像できていることを確認している.

表 1 シミュレーションの初期条件における様々な物理量の値.

α s Qα(0) K (0) kd(0) ω0(0) ℓq(0) kT

1 1 3.999 3.999 531.8 200.0 2.505× 10−2 482

1 3 4.607 4.607 515.7 175.2 2.171× 10−2 482

1 5 4.758 4.758 510.5 169.0 2.102× 10−2 482

1 7 4.825 4.825 507.9 166.0 2.073× 10−2 482

2 1 43.34 0.1 145.3 9.311 2.505× 10−2 482

2 3 166.7 0.1 212.7 18.26 2.171× 10−2 482

2 5 200.0 0.1 222.1 20.00 2.102× 10−2 482

2 7 214.3 0.1 225.4 20.70 2.073× 10−2 482

3 1 43.66 2.680× 10−1 28.77 0.4488 2.505× 10−2 341

3 3 3855 1.449× 10−2 100.2 2.151 2.171× 10−2 482

3 5 7136 3.568× 10−3 133.9 2.671 2.102× 10−2 482

3 7 8616 2.815× 10−3 142.6 2.836 2.073× 10−2 482

4.2 結果

図 1, 2, 3 に, α = 1, 2, 3 の場合の, 初期スペクトルの他に対数的に等間隔な幾つかの瞬間におけるエンスト

ロフィースペクトルを示す. s = 1 からの発展では, 全ての α で最低波数付近のエンストロフィースペクトル

*1 Fox & Davidson(8) によって使用された Reynolds数の定義は, 本研究のものとは異なっている. しかしながら Reynolds数の数
値は互いに似通っている.
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図 1 s = 1, 3, 5 と 7 に関するエンストロフィースペクトル Q1(k, t) の時間発展. t =

0, 0.3, 0.6, 1.2, 2.4, 4.8, 9.6 の場合を図示している. s = 1, 3, 5, 7 は左上, 右上, 左下, 右下のパネ

ルである.

は発展しない. このことは, (5b) で定義される J が保存していることを示している. 時間とともに, 急峻なス

ペクトルが高波数側から低波数側へと進行し, k1 のスペクトルを侵食している. α = 3 の場合には, 急峻なス

ペクトルの低波数側への浸食は明瞭でない. s = 3 の場合も s = 1 の場合と同様に, 全ての α で最低波数付近

のエンストロフィースペクトルはほとんど発展せず, 時間とともに急峻なスペクトルが高波数側から低波数側

へと進行し, k3 のスペクトルを侵食している. これは, (5c) で定義される L が保存していることを暗示してい

る. 高波数側から侵攻してくる急峻なスペクトルは, α = 1, 2 の場合には k5 に近い傾きを持っている. α = 3

の場合には, 浸食してくるスペクトルの傾きは明瞭でない. s = 5 からの発展では, 全ての α で低波数側のスペ

クトルは k5 のまま発展し続ける. s = 7 からの発展では, 全ての α で発展の極めて初期の段階で素早く k5 へ

漸近し, その後 k5 のまま発展する. これらの結果は, §3 の結果を正当化するものである.

5 議論

先ず, §3における理論的結果と, 2D NS 乱流や CHM-AM 乱流の赤外領域スペクトルに関する以前の結果

が一致することを明確に示す. 次に, Tran & Dritschel(32) によって研究された SQG系の場合と本研究を比較

する. さらに, 彼らの研究の解釈と任意の α を持った系への拡張についてコメントする.
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図 2 s = 1, 3, 5 と 7 に関するエンストロフィースペクトル Q2(k, t) の時間発展. t =

0, 0.3, 0.6, 1.2, 2.4, 4.8, 9.6 の場合を図示している. s = 1, 3, 5, 7 は左上, 右上, 左下, 右下のパネ

ルである.

5.1 α = 2の場合

α = 2 に関して, エネルギースペクトルとエンストロフィースペクトルとの関係 (18) を使用すると,

Q2(k) ∼ k5 の形のエンストロフィースペクトルは E2(k) ∼ k3 の形のエネルギースペクトルと等価である. し

たがって, 本研究で得られた赤外領域スペクトルは, NS乱流の赤外領域スペクトルの以前の結果と一致してい

る. さらに (18) を使用すると, (24a) と (24b) は α = 2 に関してそれぞれ, BLS78(1) の (2.7)式の k 微分と

(2.8) にそれぞれ一致する. BLS78では運動エネルギーを v2 で定義しているので, α = 2 の (24b)と BLS78

の (2.8)を比較するときには,後者に因子 2を掛ける必要があることを注意しておく.

5.2 α = −2の場合

波, 散逸, 強制の効果が無視できる乱流状態において CHM 方程式は以下のように書くことができる :

∂

∂t

(
∇2ψ − λ2ψ

)
+ J(ψ, ∇2ψ) = 0. (33)

ここで定数 λ はプラズマの場合にはイオン Larmor 半径と注目する水平スケール L との比, 地球流体力

学の場合には Rossby の変形半径と L との比である. (33) には 2 つの 2 次の非粘性不変量, 全エネルギー,

Etotal =
{
(∇ψ)2 + λ2ψ2

}
/2, とポテンシャルエンストロフィー, Z =

{
(∇2ψ)2 + λ2(∇ψ)2

}
/2, が存在す
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図 3 s = 1, 3, 5 と 7 に関するエンストロフィースペクトル Q3(k, t) の時間発展. t =

0, 0.3, 0.6, 1.2, 2.4, 4.8, 9.6 の場合を図示している. s = 1, 3, 5, 7 は左上, 右上, 左下, 右下のパネ

ルである.

る. AM レジーム (λ→ ∞) では, 支配方程式 (33) は

∂ψ

∂T
+ J(∇2ψ,ψ) = 0, (34)

と書ける. ここで T = t/λ2 は再定義された時間である. さらに, 全エネルギーとポテンシャルエンストロ

フィーはそれぞれ Etotal → λ2ψ2/2 と Z → λ2(∇ψ)2/2 になる. (1) と (34) を比較すると CHM系の流れ関

数 ψ と通常の渦度 ∇2ψ は, それぞれ一般化された 2 次元流体系における一般化渦度と流れ関数の役割を果

たす. それゆえ, 不変量 Etotal と Z は, それぞれ AM レジームにおいて一般化エンストロフィー Q−2 と一

般化エネルギー E−2 に相当する. より正確には, Etotal = λ2Q−2 と Z = λ2E−2 である. それゆえ, 本研究

で導出された α = −2 に関する赤外領域の一般化エンストロフィースペクトル, Q−2(k) ∼ k5, は, Iwayama

et al.(16) で導出された CHM-AM乱流の赤外領域における全エネルギースペクトル, Etotal(k) ∼ k5, と一致

している. さらに α = −2 に関する一般化エンストロフィー伝達関数 (24a) と渦粘性係数 (24b)はそれぞれ

Iwayama et al.(16) の (3.9) と (3.10) に一致する. α = −2とした (24a)と (24b)と Iwayama et al.(16) の

(3.9) と (3.10) とは λ2 の因子の違いがあるが, これは時間の再定義により消すことができる.

5.3 α = 1 の場合

§. 1 で触れたように, Tran & Dritschel(32) は SQG 系に関して小さな波数で運動エネルギースペクトルが

k5 の依存性を持つことを示した. これは本研究で導かれた k5 の赤外領域一般化エンストロフィースペクトル

と等価であることを注意しておく. なぜならば, SQG系に関して運動エネルギーは一般化エンストロフィーだ
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からである:

K =
1

2
(∇ψ)2 =

1

2
{(−∇2)1/2ψ}2 = Q1. (35)

ここでは, Tran & Dritschel(32) による議論を分析し, 他の α の場合に対する彼らの計算の応用を考えてみ

る. まずはじめに彼らは流れ関数に注目した. なぜならば, それは大規模スケールを特徴づける量だからであ

る. 彼らは注目する波数が赤外領域に属しているとか, k が小さな値であるということは使用していないこと

を注意しておく. このとき, 彼らは Cauchy-Schwarzの不等式と三波の関係式を使用して, |ψ̂(k)| の時間微分
の上限を, 上方に輸送され不変量である一般化エネルギー Eα を用いて表現した. 以前の研究 (1), (16) と本研究

は, 赤外領域スペクトルは, 赤外領域の波数とエネルギー/エンストロフィー保持波数との相互作用によって形

成されることを示している. このような観点から, 彼らの考え方は物理的に理にかなっている. それゆえ, 我々

は彼らの計算の任意の α を持った系に対する適用を期待する. 実際, 我々は次元解析によって d|ψ̂(k)|/dt を
Eα を用いて表現できる:

d

dt
|ψ̂(k)| ∼ k2−αEα. (36)

(36) の右辺は時間に依存しない量で表現されているので, (36) を形式的に積分し, 流れ関数のモードの発展を

得る:

|ψ̂(k)| ∼ k2−αEαt. (37)

(37) を使って, 一般化エンストロフィースペクトル Qα(k) は,

Qα(k) ∼
1

2
k
(
kα|ψ̂(k)|

)2

∼ k5Eαt2, (38)

と表現できる. (38)で与えられる一般化エンストロフィースペクトルの波数依存性は本研究で議論してきた赤

外領域スペクトルと一致する. しかしながら, α < 0 に関して大規模スケールを特徴づける物理量は流れ関数 ψ

ではなく, 一般化渦度 q であり, 上方輸送される量は一般化エネルギー Eα ではなく 一般化エンストロフィー
Qα である. それゆえ, α < 0 に関して, 彼らの計算が大規模な力学を表現していると解釈することは不可能で

ある. さらに, 我々は Caushy-Schwarzの不等式と三波の関係式だけを用いて, α = 1, 2 以外の場合にモード

の流れ関数の発展を k2−αEα を使って表現することはできない (詳細については Iwayama & Watanabe(15)

の付録 Cを参照のこと). このような理由から, Tran & Dritschel(32) の計算は α = 1 と 2 のときにのみうま

くいく, といえる.

6 まとめ

本論文では, 減衰性 α 乱流の低波数域に形成されるエンストロフィースペクトルに関して, 理論的, 数値実

験的研究を行った. α乱流方程式の EDQNM完結近似方程式を用いた解析により, 急峻な初期スペクトルから

の減衰性 α 乱流の赤外領域には, α の値に依存しない普遍的なエンストロフィースペクトル Qα(k) ∼ k5 が形

成されること, さらに (5b), (5c) で定義される渦度の 2点相関関数のモーメント J, L̂ が保存されることが導

かれた. 低波数域に十分な解像度を持った詳細な数値実験により, これらの理論的な予想を正当化する結果を

得た. 過去に行われた 2DNS 乱流,(1) CHM-AM 乱流 (8), (16), (36) の赤外領域スペクトルの研究はそれぞれ本

研究の α = 2, −2 の場合と一致することも示した.

(24) で乱流粘性係数の具体的な大きさや波数依存性については言及してこなかった. もし, 乱流粘性係数

が定数であるならば, α の値の正負で, 乱流粘性の波数依存性が変わる. α > 0 のときには, 乱流粘性は α に

依存してエンストロフィースペクトルに対し, k4−α 型で作用する. 一方, α < 0 では, 乱流粘性は α の値に
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よらず, k の 4 次に比例する. α 乱流における乱流粘性係数の波数依存性を調べるために, 2DNS 系に対して

Kraichnan(19) によって展開された乱流粘性の議論を, 本論文で扱った系に対して行うことは興味深い将来の

問題である.
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